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Abstract
A linking pairing is a symetric bilinear pairing λ : G×G→ Q/Z on a finite
abelian group. The set of isomorphism classes of linking pairings is a non-
cancellative monoid E under orthogonal sum, which is infinitely generated
and infinitely related. We propose a new presentation of E that enables one
to detect whether a linking pairing has a given orthogonal summand. The
same method extends to the monoid Q of quadratic forms on finite abelian
groups. We obtain a combinatorial classification of Q (that was previously
known for groups of period 4).
As applications, we describe explicitly 3-manifolds having a degree one map
onto prescribed (or proscribed) lens spaces. Most of the results extend to 3-
manifolds endowed with a parallelization or a spin structure. In particular,
the Reidemeister–Turaev function detects the existence of a spin preserving
degree one map between a rational homology 3-sphere and a lens space.
Re´sume´
Un enlacement est une forme biline´aire syme´trique λ : G×G→ Q/Z sur un
groupe abe´lien fini. L’ensemble des classes d’isomorphismes d’enlacements
forme un mono¨ıde E , pour la somme orthogonale, a` un nombre infini de
ge´ne´rateurs et de relations, sans simplification. Nous proposons une nou-
velle pre´sentation de E qui permet de reconnaˆıtre si un enlacement posse`de
un facteur orthogonal donne´. La meˆme me´thode se ge´ne´ralise au mono¨ıde Q
des formes quadratiques sur les groupes abe´liens finis. Nous obtenons ainsi
une classification combinatoire de Q , classification qui n’e´tait pre´ce´demment
connue que pour les groupes de pe´riode 4.
Comme application, nous de´crivons explicitement les 3-varie´te´s admettant
une application de degre´ un sur des lenticulaires prescrits (ou proscrits).
La plupart des re´sultats se ge´ne´ralisent aux 3-varie´te´s munies d’une par-
alle´lisation ou d’une structure spinorielle. En particulier, la fonction de
Reidemeister–Turaev distingue l’existence ou non d’une application de degre´
un pre´servant les structures spinorielles entre une 3-sphe`re d’homologie ra-
tionnelle et un lenticulaire.
AMS Classification 11E99, 57M27; 11E81, 57N10
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1 Introduction
Un enlacement (G, b) est une forme biline´aire syme´trique b : G×G→ Q/Z sur
un groupe abe´lien fini dont l’homomorphisme adjoint b̂ : G → Hom(G,Q/Z)
est bijectif. Les enlacements apparurent tout d’abord en topologie comme in-
variants alge´briques mesurant l’enlacement des (2n−1)-cycles dans une varie´te´
ferme´e oriente´e de dimension (4n − 1). Une telle varie´te´ M posse`de en effet
un enlacement λM : Tors H2n−1(M) × Tors H2n−1(M) → Q/Z (voir [21]). H.
Minkowski avait de´ja` indique´ comment obtenir un syste`me complet d’invariants
de la classe d’isomorphismes de λM a` l’aide de syste`mes d’e´quations de con-
gruence et de sommes de Gauss. Un syste`me complet d’invariants nume´riques
e´tait connu de H. Seifert, dans le cas de p-groupes avec p impair, et de E.
Burger [1] dans le cas ge´ne´ral. La classification comple`te fut ensuite poursuivie
par C.T.C. Wall [27] dans le cas des p-groupes avec p impair, puis comple´te´e
par A. Kawauchi et S. Kojima [11] dans le cas ge´ne´ral.
Deux enlacements (G, b) et (G′, b′) sont isomorphes s’il existe un isomorphisme
φ : G → G′ tel que b′(φ(x), φ(y)) = b(x, y) pour tout x, y ∈ G. E´tant donne´s
deux enlacements (G, b), (G′, b′), leur somme orthogonale (G, b)⊕(G′, b′), note´e
e´galement b ⊕ b′ , est de´finie par (b ⊕ b′)((x, x′), (y, y′)) = b(x, y) + b′(x′, y′)
pour tous x, y ∈ G et x′, y′ ∈ G′ . L’ensemble des classes d’isomorphismes
d’enlacements forme un mono¨ıde E pour la somme orthogonale ⊕. Ce mono¨ıde
E posse`de une infinite´ de ge´ne´rateurs et de relations et est sans simplification.
Une pre´sentation par ge´ne´rateurs et relations de E est propose´e dans [11]. La
difficulte´ majeure re´side dans les enlacements sur les 2-groupes qui forment un
sous-mono¨ıde M ⊂ E. Au-dela` du caracte`re re´siduellement fini de E, il ne
semble pas exister de classification des mono¨ıdes dans laquelle E s’inse`rerait
naturellement. Nous proposons une autre approche pour e´claircir la nature
de E.
La motivation pour cette approche est topologique. En effet, le syste`me complet
d’invariants propose´ dans [11] se de´duit de the´ories topologiques des champs
abe´liennes [5][4]. Pour que ces the´ories trouvent une application proprement
topologique, on cherche a` de´crire de fac¸on combinatoire comment reconstruire
la classe d’isomorphisme d’un enlacement a` partir de ses invariants. Cette ide´e
conduit a` de´crire l’“image” de ce syste`me d’invariants. Comme conse´quences,
nous obtenons une nouvelle pre´sentation combinatoire de M, ainsi qu’un al-
gorithme pour reconnaˆıtre un facteur orthogonal d’un enlacement. Nous ge´ne´-
ralisons e´galement cette approche au cas des formes quadratiques (homoge`nes).
Ceci permet d’obtenir une pre´sentation globale du mono¨ıde des formes quadra-
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tiques sur les groupes finis, en particulier sur les 2-groupes. Ceci n’e´tait
pre´ce´demment connu que pour les 2-groupes de pe´riode au plus 4.
Nous appliquons cette me´thode pour de´terminer explicitement des 3-varie´te´s
admettant des applications de degre´ 1 sur des lenticulaires prescrits ou proscrits.
Finalement, la plupart des re´sultats obtenus se ge´ne´ralise au cadre spinoriel,
c’est-a`-dire aux 3-varie´te´s munies d’une structure spin ou d’une paralle´lisation.
En particulier, nous montrons que la fonction de Reidemeister–Turaev [25] dis-
tingue l’existence ou non d’une application de degre´ un pre´servant les structures
spinorielles entre une 3-sphe`re d’homologie rationnelle et un lenticulaire. Cer-
tains des re´sultats alge´briques pre´sente´s dans cet article ont e´te´ annonce´s dans
la note [3].
Plan de l’article §2 de´crit une pre´sentation combinatoire du mono¨ıde E des
enlacements, le cas le plus de´licat e´tant celui des 2-groupes (The´ore`me 2): M
s’identifie alors a` un sous-mono¨ıde des fonctions N→ (Z/8Z∪{∞})×N, appele´
le mono¨ıde des tableaux admissibles. Cette description est applique´e dans §3
a` la reconnaissance de facteurs orthogonaux dans un enlacement (The´ore`me
4). §4 ge´ne´ralise les re´sultats des sections pre´ce´dentes aux formes quadratiques
(The´ore`me 5). §5 pre´sente quelques-unes des applications topologiques des
sections pre´ce´dentes dans les cas non-paralle´lise´ et paralle´lise´ (ou spin). §6
contient les de´monstrations des The´ore`mes 2 et 8. Enfin, §7 pre´sente quelques
questions ouvertes.
Ce travail est en partie finance´ par un contrat de recherche Marie Curie de
l’Union europe´enne MERG-CT-2004-510590.
2 Une pre´sentation combinatoire du mono¨ıde des
enlacements
2.1 Le syste`me d’invariants de Minkowski-Burger
Rappelons que tout enlacement (G,λ) admet une unique de´composition or-
thogonale
(G,λ) =
⊕
p prime
(Gp, λp)
ou` (Gp, λp) est un enlacement sur un p-groupe (de type fini). Les cas p > 2
et p = 2 sont distincts. Tout enlacement (G,λ) sur un p-groupe admet a` son
tour une de´composition orthogonale
(G,λ) =
⊕
k≥1
(Gk, λk) (1)
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ou` (Gk, λk) est un enlacement sur un Z/p
kZ-module libre. Si p 6= 2, la
de´composition est unique (a` isomorphisme pre`s des facteurs (Gk, λk)) et un
tel enlacement est toujours isomorphe a` une somme orthogonale d’enlacements
cycliques sur des copies de Z/pkZ. Le rang ρk(λ) de Gk (en tant que Z/p
kZ-
module) est un invariant de (G,λ); il est additif sur la somme orthogonale.
Au moyen de l’injection 1 7→ 1
pk
, Z/pkZ → Q/Z, on peut regarder λk comme
un enlacement a` valeurs dans Z/pkZ (au lieu de Q/Z). Ainsi le de´terminant
detλk ∈ (Z/pkZ)× est un e´le´ment inversible bien de´fini. On de´finit un second
invariant σk(λ) ∈ {−1, 1} = Z/2Z comme le re´sidu quadratique de detλk
modulo pk (ou, ce qui revient au meˆme, modulo p). Si ρk(λ) = 0 alors λk = 0
et on convient que σk(λ) = 1 (0 est un re´sidu quadratique modulo p). Re-
groupons alors les invariants ci-dessus sous la forme d’une seule application
(ρ, σ) : N× → N × Z/2Z, k 7→ (ρk(λ), σk(λ)). Le re´sultat principal pour p pre-
mier impair est duˆ a` Minkowski et sous la forme ci-dessous, a` E. Seifert et a`
C.T.C. Wall.
Proposition 1 Soit p un nombre premier impair et (G,λ) un enlacement sur
un p-groupe fini. Le syste`me d’invariants S = (ρ(λ), σ(λ)) de´termine la classe
d’isomorphisme de (G,λ).
De plus, le syste`me est minimal en ce sens qu’e´tant donne´e toute sous-famille
stricte F ⊂ S d’invariants, il existe des enlacements non distingue´s par F qui
sont non isomorphes.
Le cas p = 2 est plus complique´, du fait que la de´composition orthogonale (1)
n’est pas unique en ge´ne´ral. L’entier ρk(λ) reste bien suˆr un invariant additif
de l’enlacement. Un second invariant est de´fini a` partir de sommes de Gauss.
Soit k ≥ 1. Conside´rons le nombre complexe
Γk(G,λ) =
∑
x∈G
exp(
√−1 pi 2kλ(x, x)).
Il est bien connu que si Γk(G,λ) 6= 0 alors Γk(G,λ)|Γk(G,λ)| est une racine 8-e`me de
l’unite´ [20, §2]. On de´finit alors
σk(λ) =
{
1
2piArg Γk(G,λ) ∈ Z/8Z si Γk(G,λ) 6= 0
∞ si Γk(G,λ) = 0
Soit Z8 = Z/8Z ∪ {∞}. Il s’agit du mono¨ıde obtenu en adjoignant au groupe
cyclique a` 8 e´le´ments un e´le´ment supple´mentaire note´ ∞, avec la re`gle ∞ +
a = a + ∞ = ∞ = ∞ + ∞ pour tout a ∈ Z/8Z. Comme les sommes de
Gauss ci-dessus sont multiplicatives sur les sommes orthogonales, chaque σk
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de´finit un homomorphisme de mono¨ıdes M→ Z8 . Chaque enlacement λ donne
ainsi lieu a` une application σ(λ) : N× → Z8, k 7→ σk(λ). On peut ainsi a`
nouveau regrouper les invariants ρk et σk sous la forme d’une seule application
(ρ, σ) : N× → N × Z8 . Le re´sultat principal de classification par invariants est
duˆ a` E. Burger et sous la forme ci-dessous, a` A. Kawauchi et S. Kojima [11,
The´ore`me 4.1].
Proposition 2 Soit (G,λ) un enlacement sur un 2-groupe fini. Le syste`me
d’invariants S = (ρ(λ), σ(λ)) de´termine la classe d’isomorphisme de (G,λ).
La` encore, il est aise´ de se rendre compte que le syste`me S est minimal.
2.2 Le mono¨ıde des enlacements
Soit M un mono¨ıde additif et I un suite d’entiers conse´cutifs. Un tableau est
une application I →M, qu’il sera pratique de conside´rer comme un diagramme
de la forme
I k k + 1 . . . l
M mk mk+1 . . . ml
Afin de simplifier la notation, les notations de l’intervalle ainsi que du mono¨ıde
seront omises des tableaux suivants. La longueur d’un tableau T est l’entier
1 + sup(m,n)∈I×I |m − n| ∈ N = N ∪ {∞}. Un tableau T ′ est un prolongement
d’un tableau T si T ′ prolonge T en tant qu’application. Dans ce cas, T est un
tableau extrait de T . E´tant donne´ un tableau T : I →M quelconque, on peut
toujours le prolonger trivialement sur N entier en de´finissant T˜ (n) = 0 pour
n ∈ N− I . En pratique, on confondra un tableau T et son prolongement trivial
T˜ a` N ainsi de´fini. Ainsi on dira qu’un tableau T est fini s’il est de longueur
finie ou s’il est le prolongement trivial T˜ ′ d’un tableau T ′ de longueur finie.
(C’est la de´finition habituelle de support fini.) Comme M est un mono¨ıde,
l’addition de tableaux est bien de´finie. La somme de deux tableaux T1 et T2
est de´finie sur N par T1+T2 = T˜1+ T˜2 ou` T˜i , i = 1, 2, de´signe le prolongement
trivial a` N. L’ensemble des tableaux N → M forme un mono¨ıde. L’e´le´ment
neutre 0 est le tableau envoyant N sur 0. Le de´limiteur a` gauche (resp. a`
droite) d’un tableau T : I → M est l’e´le´ment −1 ≤ Inf I − 1 < ∞ (resp.
l’e´le´ment 0 ≤ Sup I + 1 ≤ ∞).
Soit f : N× → M une application invariante sur les classes d’isomorphismes
d’enlacements. Nous dirons qu’un tableau T : I →M est admissible s’il existe
un enlacement (G,λ) tel que f(m) = T (m) pour tout m ∈ I .
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2.2.1 Cas p 6= 2
Nous commenc¸ons par le cas, techniquement plus simple, des enlacements sur
un p-groupe avec p premier impair. Nous conside´rons le syste`me d’invariants
(ρ, σ); les tableaux correspondants sont donc a` valeurs dans le mono¨ıde M =
N×Z/2Z = N×{±1}. Nous avons vu (§2.1) que ρk(λ) = 0 implique σk(λ) = 1.
Une condition ne´cessaire d’admissibilite´ d’un tableau T = (r(m), s(m))m∈N×
est donc
Pour tout m ∈ N×, r(m) = 0 =⇒ s(m) = 1. (2)
The´ore`me 1 Soit p premier distinct de 2. Alors un tableau fini T = (r, s) est
admissible pour un enlacement sur un p-groupe si et seulement si la condition
(2) est ve´rifie´e.
Le The´ore`me 1 est base´ sur l’ observation suivante: si le rang ρk(λ) est fixe´,
alors la classe d’isomorphisme de λk dans (1) de´termine et est de´termine´e par
σk(λk) ∈ Z/2Z.
2.2.2 Cas p = 2
Conside´rons a` pre´sent les enlacement sur les 2-groupes. Les tableaux sont a`
valeurs dans le mono¨ıde M = N×Z8 , que nous noterons T : m 7→ (r(m), s(m)),
avec r(m) ∈ N (rang formel) and s(m) ∈ Z8 (signature formelle). Nous dirons
qu’un tableau est admissible s’il existe un enlacement (G,λ) sur un 2-groupe
tel que r(m) = ρm(λ) et s(m) = σm(λ) pour tout m ∈ I .
Un entier m ∈ I sera dit re´gulier pour un tableau T si r(m) = 0 ou s(m) 6=∞.
On note Ireg ⊆ I l’ensemble des e´le´ments re´guliers de T . Pre´sentons quatre
types particuliers distincts de tableaux:
• Type T0 . Tout tableau de longueur impaire de la forme T = (0, s(m))m∈I .
• Type T1 . Tout tableau de la forme
m
1
∞
pour un entier non nul m.
• Type T2 . Tout tableau de la forme
m
2
∞
pour un entier non nul m.
• Type T3 . Tout tableau de longueur impaire tel que I = Ireg .
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Le re´sultat principal est un crite`re ne´cessaire et suffisant pour qu’un tableau
soit admissible.
The´ore`me 2 Un tableau fini T : N× → N × Z8, m 7→ (r(m), s(m)) est ad-
missible si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites:
(1) r(Ireg) ⊆ 2N.
(2) s(m) =
∑
k≥m+1 r(k) (mod 2) pour tout m ∈ Ireg .
(3) s(m) + s(m+1) = 2
∑
k≥m+2 r(k) (mod 4) pour tout {m,m+1} ⊆ Ireg .
(4) Pour tout tableau Text extrait de T et pour toute paire de de´limiteurs
m,n de Text dans Ireg , les conditions suivantes sont ve´rifie´es:
Type de Text T0 T1 T2 T3
s(m)− s(n) 0 ±1 0,±2 0, 4
Compte-tenu du fait que le groupe d’un enlacement est fini, il est aise´ d’observer
sur le rang et la signature que tout tableau admissible est fini. Ceci garantit en
particulier que les sommes intervenant dans les conditions (2) et (3) sont finies.
(En particulier, la condition (2) implique que s(m) 6=∞ de`s que r(m) = 0: les
entiers re´guliers m de T sont exactement les entiers m tels que s(m) 6= ∞.)
De manie`re ge´ne´rale, la ne´cessite´ des conditions e´nonce´es dans le The´ore`me 2
est une conse´quence de calculs classiques d’enlacements et de sommes de Gauss.
La preuve de la suffisance est constructive et sera donne´e en §6.
Notons T le mono¨ıde constitue´ des tableaux T : N× → N× Z8 . On de´duit du
The´ore`me 2 que la somme de deux tableaux admissibles est encore un tableau
admissible, de sorte que le sous-ensemble des tableaux admissibles constitue un
sous-mono¨ıde Tadm de T. Puisque ρ, σ sont des invariants complets du mono¨ıde
M des classes d’isomorphismes d’enlacements sur les 2-groupes, l’application
(ρ, σ) : M → T est injective. Il en re´sulte la description combinatoire de M
ci-dessous.
Corollaire 2.1 Le mono¨ıde M des classes d’isomorphismes d’enlacements sur
les 2-groupes est isomorphe au sous-mono¨ıde Tadm des tableaux admissibles.
Les The´ore`mes 1 et 2 ensemble donnent ainsi une pre´sentation combinatoire
comple`te du mono¨ıde E des enlacements.
Le The´ore`me 2 permet de calculer le nombre de classes d’isomorphismes d’enlace-
ment ayant un rang ou une signature donne´, tout au moins the´oriquement. Je
ne connais pas de formule explicite. Les quelques remarques suivantes peu-
vent eˆtre utiles. Tout d’abord, on peut de´finir deux applications “profil” par
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profilρ(λ) = (k, ρk(λ))k≥1 et profilσ(λ) = (k, σk(λ))k≥1 et e´tudier les fibres de
ces applications. Y a-t-il en particulier des fibres “ge´ne´riques” ? L’approche la
plus encourageante semble eˆtre l’e´tude des fibres de profilρ . Plus globalement,
de´finissons alors l’application Profil par
Profil(λ) = {k ∈ N | ρk(λ) 6= 0}.
Est-il possible de classifier M a` partir des fibres de Profil ? Dans ce contexte,
les lemmes 3.1, 3.2 et 3.3 de [11] s’interpre`tent comme la classification des fibres
Profil−1({k}), k ≥ 1 et la proposition 5.2 de [11] comme le calcul du groupe de
Witt W (Profil−1({k})).
On a de´ja` observe´ que la de´composition orthogonale d’un enlacement sur un
2-groupe n’est pas unique, meˆme a` isomorphisme pre`s des facteurs (et meˆme
pour un 2-groupe homoge`ne, c’est-a`-dire isomorphe a` une somme directe de
copies d’un groupe cyclique). On peut cependant montrer que tout enlacement
sur un 2-groupe homoge`ne admet une forme “normale” qui est unique: voir
[11, §3] et [16, §3]. R. Miranda a en fait montre´ qu’il existe une forme normale
pour un enlacement sur un 2-groupe quelconque [16, §4].
3 La reconnaissance d’un facteur orthogonal dans un
enlacement
Conside´rons a` pre´sent la question de reconnaˆıtre si un enlacement λ′ est un
facteur orthogonal d’un enlacement λ, c’est-a`-dire s’il existe un enlacement λ”
tel que
λ = λ′ ⊕ λ”.
De´crivons tout d’abord des conditions ne´cessaires simples pour qu’une telle
de´composition orthogonale existe. Il est clairement ne´cessaire que
ρk(λ) ≥ ρk(λ′) pour tout k ≥ 1. (3)
Une seconde condition ne´cessaire re´sulte du comportement de σ sur les sommes
orthogonales. Dans le cas p 6= 2, au vu du The´ore`me 1, il existe toujours un
enlacement sur un p-groupe de signature formelle prescrite pourvu que le rang
formel soit non nul. On en de´duit:
The´ore`me 3 Soit (G,λ) un enlacement sur un p-groupe fini. L’enlacement
λ′ est un facteur orthogonal de λ si et seulement si
pour tout k ≥ 1,
{
ρk(λ
′) < ρk(λ), ou
ρk(λ
′) = ρk(λ) and σk(λ
′) = σk(λ).
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Dans le cas p = 2, l’additivite´ de σ implique
σk(λ
′) =∞ =⇒ σk(λ) =∞, pour tout k ≥ 1. (4)
Supposons a` pre´sent ces conditions (3) et (4) ve´rifie´es. Soit E(λ′) l’ensemble
des applications de {m ∈ N× | σm(λ′) = ∞} dans Z8 . Nous allons associer a`
(λ, λ′) un ensemble
Sλ,λ′ = {Tα}α∈Z8
de tableaux. Pour a ∈ E(λ′), nous de´finissons le tableau Ta = (ra, sa) : N× →
N× Z8 par
ra(k) = ρk(λ)− ρk(λ′)
sa(k) =
{
a(k) si σk(λ
′) =∞
σk(λ)− σk(λ′) si σk(λ′) 6=∞
pour tout k ∈ N× . (5)
Le tableau Ta est bien de´fini graˆce a` la condition (3) et au fait que ∞ est le
seul e´le´ment non inversible dans Z8 .
The´ore`me 4 Un enlacement λ′ est un facteur orthogonal d’un enlacement λ
si et seulement si les conditions (3) et (4) ci-dessus sont ve´rifie´es et s’il existe
un tableau admissible T ∈ Sλ,λ′ .
De´monstration Si λ = λ′ ⊕ λ′′ , on ve´rifie que le tableau
Tλ′′ = (ρk(λ
′′), σk(λ
′′))k∈N×
d’invariants associe´ a` λ′′ est dans Sλ,λ′ . Re´ciproquement, si T est admis-
sible, d’apre`s le The´ore`me 2, il existe un enlacement λ′′ dont T = Tλ′′ =
(ρk(λ
′′), σk(λ
′′))k∈N× est le tableau des invariants. On ve´rifie imme´diatement la
relation suivante, au niveau des tableaux d’invariants, respectivement de λ, λ′
et λ′′ :
Tλ = Tλ′ + Tλ′′ = Tλ′⊕λ′′ ,
ou` la dernie`re e´galite´ re´sulte de l’additivite´ des invariants ρ et σ sur les sommes
orthogonales. L’application qui a` (une classe d’isomorphisme d’) un enlacement
associe ses invariants (ρ, σ) e´tant injective (Proposition 2), on conclut que λ =
λ′ ⊕ λ′′ .
4 Le mono¨ıde des formes quadratiques
Conside´rons brie`vement le cas plus ge´ne´ral des formes quadratiques sur un
groupe abe´lien fini. Une forme quadratique sur un groupe abe´lien fini G est
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une application q : G → Q/Z telle que q(nx) = n2q(x) pour tout (n, x) ∈
Z × G et telle que l’application λq : G × G → Q/Z de´finie par λq(x, y) =
q(x+ y)− q(x)− q(y) soit un enlacement. Les formes quadratiques G→ Q/Z
ayant le meˆme enlacement associe´ sont en bijection avec Hom(G,Z/2Z). Il
en re´sulte que sur le facteur orthogonal Gimpair des e´le´ments d’ordre impair,
les formes quadratiques sont de´termine´es par leur enlacement associe´. Con-
side´rons alors les formes quadratiques sur les 2-groupes. Il re´sulte de [27,
Th. 5] qu’une telle forme quadratique q : G → Q/Z est classifie´e par les in-
variants ρk(λq), σk(λq) associe´es a` l’enlacement associe´ λq et un seul invariant
supple´mentaire, la somme de Gauss γ(q) =
∑
x∈G exp(2ipiq(x)) ∈ C. Aussi la
construction combinatoire a` l’aide des tableaux est essentiellement la meˆme: on
conside`re maintenant le mono¨ıde T constitue´ des tableaux (r, s) : N→ N×Z8 .
Le tableau Tq = (ρ, σ) : N→ N× Z8 d’invariants associe´ a` q est de´fini par
ρk(q) = ρk(λq) pour k ≥ 1 et ρ0(q) = 0
et σ0(q) =
1
2pi
Arg (γ(q)) ∈ Z/8Z et σk(q) = σk(λq) ∈ Z8 pour k ≥ 1.
(Noter que comme λq est non de´ge´ne´re´e, γ(q) 6= 0.) Avec cette modification, le
The´ore`me 2, le corollaire 2.1 ainsi que le The´ore`me 4 s’e´tendent au cas quadra-
tique. Nous obtenons en particulier le the´ore`me suivant.
The´ore`me 5 Le mono¨ıde des formes quadratiques sur les 2-groupes finis est
isomorphe au sous-mono¨ıde constitue´ des tableaux
N→ N× Z8, m 7→ (r(m), s(m))
ve´rifiant r(0) = 0 et s(0) ∈ Z/8Z ainsi que les conditions (1) a` (4) du The´ore`me
2.
Remarque Ce re´sultat donne une pre´sentation globale du mono¨ıde des formes
quadratiques sur les groupes finis. En particulier, le The´ore`me 5 ge´ne´ralise les
pre´sentations connues du mono¨ıde des formes quadratiques sur les 2-groupes
de pe´riode 2 ou 4, voir [8, sec. 3.4.3, Th. 3.6.5]. Le mono¨ıde des formes quadra-
tiques sur les 2-groupes de pe´riode 2 permet de classifier les surfaces immerge´es
a` homotopie re´gulie`re pre`s [19, Th. 4].
Si l’on appelle un tableau admissible un tableau ve´rifiant les conditions du
The´ore`me 5, le The´ore`me 4 plus haut se ge´ne´ralise mutatis mutandis aux formes
quadratiques.
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5 Quelques applications
E´tant donne´e une varie´te´ oriente´e M de dimension 4n − 1, on note λM son
enlacement sur Tors H2n(M).
5.1 Lenticulaires et facteurs d’enlacements
Proposition 3 Soit f : M → X une application de degre´ d entre deux
varie´te´s diffe´rentiables ferme´es oriente´es connexes de dimension 4n − 1. Alors
d ·Ker (f∗ : Tors H2n(X)→ Tors H2n(M)) = 0. En particulier, si d est pre-
mier avec l’exposant de Tors H2n(M), alors l’enlacement λX est un facteur
orthogonal de λM .
De´monstration La naturalite´ en cohomologie fournit la relation λM ◦ (f∗ ×
f∗) = d λX . Ceci implique la premie`re affirmation. Si d est premier avec
l’exposant de Tors H2n(M), alors l’application f∗ est injective. Donc f∗(Tors
H2n(X)) est un sous-groupe de Tors H2n(M) sur la restriction duquel λM est
non-singulier. Le re´sultat s’ensuit.
Sur les 3-varie´te´s elliptiques, on peut montrer une re´ciproque. En particulier,
on a le re´sultat suivant [10].
The´ore`me 6 Il existe une application f : M → L(n, p) de degre´ 1 d’une 3-
varie´te´ ferme´e oriente´e sur un espace lenticulaire si et seulement si λM contient
l’enlacement de L(n, p) comme facteur orthogonal. En particulier, l’un des
facteurs orthogonaux de λM est cyclique.
Nous allons utiliser ce dernier re´sultat pour de´crire certaines 3-varie´te´s admet-
tant (resp. n’admettant pas) des applications de degre´ 1 sur des lenticulaires
prescrits (resp. proscrits).
Le premier re´sultat est une ge´ne´ralisation de [11, Prop. 6.1], simple conse´quence
du The´ore`me 6.
Proposition 4 S’il existe une application L(n,m)#L(n,m′) → X3 de degre´
1 ou` X se plonge de fac¸on lisse dans S4 , alors n est impair et L(n,m) et
−L(n,m′) ont le meˆme type d’homotopie oriente´e.
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On se propose maintenant de de´terminer a` quelles conditions une 3-varie´te´ M
ferme´e oriente´e admet une application de degre´ 1 sur tout lenticulaire dont le
groupe fondamental pi est fixe´. Il re´sulte des conside´rations pre´ce´dentes qu’il
suffit de conside´rer le cas ou` l’ordre de pi est une puissance d’un nombre premier
p. Si p est impair, il faut et il suffit que H1(M) ait un facteur orthogonal
isomorphe a` une somme d’au moins deux copies de pi . Dans le cas ou` p = 2
et pi = Z/pkZ avec k ≥ 3, on peut donner une re´ponse comple`te en utilisant
le The´ore`me 4. E´tant donne´ un intervalle fini I de N et a ∈ I , le syme´trique
I ′ de I est de´fini par a + k ∈ I ′ si et seulement si a − k ∈ I . E´tant donne´
un tableau fini T : I → N × Z8 et a ∈ I , son syme´trique par rapport a` a est
le tableau T ′ : I ′ → N × Z8 ou` I ′ est le syme´trique de T par rapport a` a et
T ′(a+ k) = T (a− k) pour tout k ∈ {k ∈ N | a+ k ∈ I ′}.
Conside´rons la liste L ci-dessous de tableaux T : I → N×Z8, m 7→ (r(m), s(m)).
Le symbole N de´signe un entier positif ou nul arbitraire et Z8 un e´le´ment ar-
bitraire de Z8 .
k
r(k) ≥ 4
∞
,
k − 1 k k + 1
0 3 0
s(k − 1) ∞ s(k + 1)
avec s(k − 1)− s(k + 1) = ±1,
k − 1 k
r(k − 1) ≥ 1 3
Z8 ∞
,
k − 2 k − 1 k
r(k − 2) ≥ 1 0 3
Z8 Z8 ∞
,
k − 1 k
r(k − 1) ≥ 1 2
∞ ∞
,
k − 1 k k + 1
r(k − 1) ≥ 2 1 r(k + 1) ≥ 1
Z8 ∞ ∞
,
k − 2 k − 1 k k + 1
r(k − 2) ≥ 1 N 1 r(k + 1) ≥ 1
∞ Z8 ∞ ∞
.
The´ore`me 7 Soit k ≥ 3. Une 3-varie´te´ M ferme´e oriente´e admet une appli-
cation de degre´ 1 sur tout lenticulaire dont le groupe fondamental pi est Z/2kZ
si et seulement si l’un des tableaux de la liste L, ou son syme´trique par rapport
a` k , est un tableau extrait du tableau T = (ρk(λM ), σk(λM ))k∈N∗ .
De´monstration Ve´rifier que si T prolonge l’un des tableaux de L alors M
admet une application de degre´ 1 sur tout lenticulaire L(2k, a) ne pose pas de
proble`me particulier. Pour la re´ciproque, on utilise le The´ore`me 4 en distinguant
les cas ρk(λM ) ≥ 4, ρk(λM ) = 3, 2 ou 1.
Exemple Soit a, b, c > 0. Pour un entier n ≥ 1 et une varie´te´ M , on note
n M la somme connexe M# . . .#M (n fois). La 3-varie´te´
a L(16, α)#b L(32, β)#c L(64, γ)
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admet une application de degre´ 1 sur chaque lenticulaire L tel que pi1(L) =
Z/32Z si et seulement si l’une des conditions suivantes est ve´rifie´e:
• b ≥ 4;
• b = 2 et a+ c ≥ 1;
• b = 1 et a+ c ≥ 3 et ac ≥ 2.
Dans une autre direction, nous avons le re´sultat suivant.
The´ore`me 8 (Le lenticulaire proscrit) Soit s un entier impair. Il existe
une infinite´ de 3-varie´te´s irre´ductibles (hyperboliques) distinctes admettant une
application de degre´ 1 sur chaque lenticulaire L(16, r) pour r 6≡ s mod 8 et
aucune application de degre´ 1 sur L(16, s).
La de´monstration de ce dernier re´sultat fait l’objet de la section §6.3.
5.2 Raffinements spinoriels et facteurs quadratiques
Soit M une 3-varie´te´ ferme´e oriente´e connexe. Il est connu que le fibre´ tangent
de M est trivial. Une paralle´lisation de M est le choix d’une trivialisation τ de
son fibre´ tangent TM (conside´re´ a` homotopie pre`s). Le groupe H
1(M ;Z/2Z)
agit librement et transitivement sur l’ensemble des paralle´lisations de M . Dans
la suite de ce paragraphe, les groupes et les actions seront note´s multiplicative-
ment. Une structure spin sur M est la donne´e d’une trivialisation de TM sur
son 1-squelette qui s’e´tend au 2-squelette, conside´re´e a` homotopie pre`s. Il
est clair que par restriction au 1-squelette, une trivialisation t de´termine une
structure spin. Re´ciproquement, si une trivialisation s’e´tend au 2-squelette de
M alors elle s’e´tend en une trivialisation de TM . A` toute structure spin s
de M , on sait associer de fac¸on canonique et naturelle une forme quadratique
qs : TorsH
2(M)→ Q/Z dont la forme biline´aire associe´e est λM (voir [13] [17]).
Le groupe H1(M ;Z/2Z) agit aussi sur les formes quadratiques Tors H2(M)→
Q/Z via le Bockstein β : H1(M ;Z/2Z) → Tors H2(M). L’action explicite est
donne´e par la formule (h·q)(x) = q(x)+λM (βh, x) pour tout h ∈ H1(M ;Z/2Z)
et x ∈ Tors H2(M). On ve´rifie qu’ elle est transitive. Elle est de plus libre si
M est une sphe`re d’homologie rationnelle. L’application s 7→ qs ci-dessus est
H1(M ;Z/2Z)-e´quivariante en ce sens que
qh·s = h · qs, h ∈ H1(M ;Z/2Z).
Si M est une 3-sphere d’homologie rationnelle, alors s 7→ qs est bijective.
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The´ore`me 9 Soient M,X deux 3-sphe`res d’homologie rationnelle oriente´es
munies de structures spin sM et sX respectivement. On suppose que X a le
type d’homotopie d’un lenticulaire. Alors il existe une application f : M →
X de degre´ un telle que f∗(sX) = sM si et seulement si qsX est un facteur
orthogonal de qsM .
De´monstration Supposons l’existence de l’application f de degre´ un comme
dans l’e´nonce´. La naturalite´ de l’application s 7→ qs fournit la relation qf∗sX =
f∗qsX = qsX ◦ f∗ = qsM . On conclut alors par Prop. 3 (avec d = 1). Pour
la re´ciproque, par hypothe`se, on a une de´composition orthogonale de la forme
qsM = qsX ⊕ q . On peut construire un homomorphisme φ : H2(M) → H2(X)
tel que qsX ◦ φ = qsM et induit par un homomorphisme pi1(M) → pi1(X)
(par dualite´ de Poincare´). Puisque pi2(X) = 0 et dim X = 3, l’application
naturelle [M,X] → Hom(pi1(M), pi1(X)) est surjective (voir par exemple [28,
de´monstration du the´ore`me (4.3)]). Il existe donc une application f : M → X
induisant φ. Par transitivite´ de l’action, il existe h ∈ H1(M ;Z/2Z) tel que
f∗(sX) = h · sM . (6)
En appliquant s 7→ qs a` l’e´galite´ (6), nous obtenons que
qf∗sX = qh·sM = h · qsM . (7)
Or
qf∗sX = f
∗qsX = qsX ◦ f∗ = qsX ◦ φ = qsM . (8)
On en conclut que qsM = h · qsM d’ou` h = 1.
Remarque Le re´sultat du The´ore`me 9 reste vrai en remplac¸ant spin par spinc .
La de´monstration est essentiellement la meˆme (en utilisant [6]), la diffe´rence
e´tant que les fonctions quadratiques peuvent ne pas eˆtre homoge`nes. Voir a` ce
sujet §7, question 3.
Notons deux conse´quences du The´ore`me 9. La premie`re utilise le re´sultat prin-
cipal de [7] relatif a` la fonction de torsion de Turaev–Reidemeister [25]. La
fonction de Turaev–Reidemeister classifie les structures spinc des lenticulaires
[24, §9.2]. Le re´sultat suivant montre qu’elle est utile aussi dans l’e´tude des
applications de degre´ un.
Corollaire 9.1 La fonction de torsion T de Turaev-Reidemeister distingue
l’existence ou non d’une application de degre´ un pre´servant les structures spin
(ou spinc) d’une 3-sphe`re d’homologie rationnelle M sur un lenticulaire L.
A` l’aide du The´ore`me 9, on montre e´galement que le The´ore`me 8 admet une
version paralle´lise´e. La ve´rification de ce fait est laisse´e au lecteur.
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6 De´monstrations des The´ore`mes 2 et 8
6.1 Re´sultats pre´liminaires
Notons M le mono¨ıde des (classes d’isomorphismes d’) enlacements sur les
2-groupes. Pre´sentons tout d’abord quelques enlacements particuliers. Nous
adoptons la notation introduite dans [11]. Soit k ≥ 1. Pour tout entier impair
a, on note Ak(a) l’enlacement sur Z/2kZ qui envoie (1 mod 2k, 1 mod 2k) sur
a
2k
mod 1. Sur Z/2kZ×Z/2kZ, on de´finit deux enlacements Ek0 (k ≥ 1) et Ek1
(k ≥ 2) comme suit:
Ek0 ((x, y), (x
′, y′)) = xy
′+x′y
2k
mod 1
Ek1 ((x, y), (x
′, y′)) = xx
′+xy′+x′y+yy′
2k
mod 1
pour tous x, y, x′, y′ ∈ Z/2kZ. Tout enlacement sur un 2-groupe fini est iso-
morphe a` une somme orthogonale d’enlacements de type Ak(a), Ek0 , et de E
k
1 ,
voir [27].
Le calcul suivant [11, Corollaire 2.2] est utile.
Lemme 1 Pour tout k ≥ 1, σk : M → Z8 est l’unique homomorphisme
ve´rifiant les proprie´te´s suivantes:
• σk(Al(m)) =


(−1)m−12 si l − k is impair et positif
m if l − k is pair et positif
∞ si l = k
0 si l < k
• σk(El0) = 0,
• σk(El0) =
{
4 si l − k is impair et positif
0 sinon.
Nous avons donc, pour tout k < l , les e´galite´s suivantes dans Z/2Z:
σk(A
l(m)) = 1 mod 2 = ρk(A
l(m))
σk(E
l
0) = 0 mod 2 = ρk(E
l
0)
σk(E
l
1) = 0 mod 2 = ρk(E
l
1)
Comme les invariants σk et ρk sont additifs sur ⊕, on en de´duit:
Lemme 2 Soit λ un enlacement sur un Z/2lZ-module libre de type fini. Pour
tout k < l , σk(λ) = ρl(λ) mod 2.
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En vue du The´ore`me 2, nous avons besoin de la formule de congruence modulo
4 suivante.
Lemme 3 Soit k, k + 1 deux e´le´ments re´guliers pour un enlacement sur un
Z/2lZ-module libre de type fini. Alors
σk(λ) + σk+1(λ) = 2 ρk(λ) mod 4. (9)
De´monstration D’apre`s le lemme 1, σk(A
l(m))+σk(A
l(m)) = m+(−1)m−12 ≡
2 mod 4 (car m est impair) et σk(E
l
0) + σk(E
l
0) ≡ σk(El1) + σk(El1) mod 4 ≡
0 mod 4.
Remarquons une autre conse´quence utile du lemme 1. Puisque les facteurs or-
thogonaux cycliques sont les Ak(m), le lemme 1 permet de de´tecter la pre´sence
d’un tel facteur dans une de´composition orthogonale:
Lemme 4 Un enlacement λ admet un facteur orthogonal cyclique de type
Ak(m) si et seulement si σk(λ) =∞.
6.2 De´monstration du The´ore`me 2
Necessite´ Soit λ un enlacement sur un 2-groupe G fini. On ve´rifie que son
tableau d’invariants est fini: soit N l’exposant de G, par de´finition, ρk(λ) = 0
de`s que k > N ; et nous avons aussi σk(λ) = 0 de`s que k > N d’apre`s le
lemme 1. Choisissons maintenant une de´composition orthogonale (G,λ) =
⊕m(Gm, λm). Soit k un e´le´ment re´gulier pour le tableau d’invariants associe´ a`
λ. Alors le facteur orthogonal (Gk, λk) ne contient pas de facteur orthogonal cy-
clique (c’est-a`-dire un Ak(m)): sinon σk(λk) =∞ par le lemme 4, contredisant
le fait que k est re´gulier. Ainsi (Gk, λk) est une somme orthogonale de copies
de Ek0 et de E
k
1 . Puisque ρk(E
k
0 ) = ρk(E
k
1 ) = 2, la condition (1) en re´sulte.
L’additivite´ de σk sur ⊕ et le lemme 1 impliquent σk(λ) =
∑
m≥k+1 σk(λm).
On en de´duit, avec le lemme 2, la condition (2). Un argument tout a` fait sim-
ilaire a` partir du lemme 3 conduit a` la condition (3). Ve´rifions a` pre´sent la
condition (4). On observe tout d’abord que tous les tableaux des types donne´s
ont une longueur impair. Aussi les de´limiteurs m < n ve´rifient m = n mod 2,
de sorte que σm(λ)− σn(λ) =
∑
m<k<n = σm(λk) d’apre`s le lemme 1. La suite
des ve´rifications pour la condition (4) est directe.
Dans la de´monstration de la suffisance ci-dessous, si C est un entier positif ou
nul et λ un enlacement, afin d’alle´ger les notations, on note C ·λ pour de´signer
la somme orthogonale de C copies de l’enlacements λ.
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Suffisance La de´monstration se fait par re´currence sur la longueur du tableau
T . Soit T un tableau de longueur 1 ve´rifiant les conditions (1) a` (4). Soit
m l’unique e´le´ment de I . Si m est re´gulier, alors la condition (1) impose
que r(m) = 0 mod 2. On peut alors prendre comme enlacement une somme
orthogonale de r(m)2 copies de E
m
0 . Si m n’est pas re´gulier et r(m) = 0, alors
s(m) = 0 mod 2 d’apre`s la condition (2) et donc on peut prendre comme
enlacement l’enlacement trivial. Si s(m) = ∞, alors on peut prendre comme
enlacement Am(1) ⊕ (r(m)− 1) Ek0 . Supposons avoir montre´ qu’un tableau
T : I = {m ∈ N | m ≥ k + 1} → N× Z8
satisfaisant les conditions (1) a` (4) est admissible pour un enlacement (G,λ) =
⊕l≥k+1(Gl, λl) ou` chaque (Gl, λl) est un enlacement sur un Z/2lZ-module libre.
Nous allons montrer que tout tableau T ′ : {k} ∪ I → N×Z8 qui prolonge T et
qui ve´rifie les conditions (1) a` (4) est admissible.
Si k n’est pas re´gulier alors on pose λk = r(k) · Ak(1). On ve´rifie sans peine
que T ′ est admissible pour l’enlacement λ⊕ λk .
On suppose a` pre´sent que k est re´gulier. Par la condition (1), r(k) = 0 mod 2.
Posons λk =
r(k)
2 ·Ek0 . Clairement ρk(λk) = r(k). Posons aussi λ′ = λk ⊕ λ. Il
y a trois cas a` conside´rer.
Cas 1 k + 1 re´gulier, r(k + 1) = 0. Si k + 2 est re´gulier, alors
s(k) = s(k + 2) par la condition (4)
= σk+2(λ) d’apre`s l’hypothe`se de re´currence sur λ
= σk(λ)
= σk(λ
′) d’apre`s le Lemme 1.
et T ′ est admissible pour l’enlacement λ′ . Si k+2 n’est pas re´gulier, on applique
la condition (3) au tableau T ′ et a` l’enlacement λ′ respectivement1:
s(k) + s(k + 1) ≡ 2
∑
l≥k+2
r(l) mod 4
σk(λ
′) + σk+1(λ
′) ≡ 2
∑
l≥k+2
ρl(λ
′) mod 4.
(10)
Nous avons σk+1(λ
′) = σk+1(λk) + σk+1(λ) = σk+1(λ) = s(k + 1). Similaire-
ment, pour tout l ≥ k + 1, ρl(λ′) = ρl(λk) + ρl(λ) = ρl(λ) = r(l). Soustrayant
l’une des e´galite´s a` l’autre dans (10), on de´duit que s(k) = σk(λ
′) mod 4. Si
1On utilise l’implication du The´ore`me 2 de´ja` de´montre´e ci-dessus (“ne´cessite´”) pour
appliquer la condition (3) a` λ′ .
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s(k) = σk(λ
′) mod 8, alors par de´finition, T ′ est admissible pour λ′ . Sinon
s(k) = σk(λ
′) + 4 mod 8. Puisque σk+2(λ) = ∞, par le lemme 4, λk+2 a
un facteur orthogonal cyclique qui est Ak+2(m) pour un certain entier im-
pair m. Notons λ′k+2 le meˆme enlacement que λk+2 mais en remplac¸ant ce
facteur orthogonal cyclique par Ak+2(m + 4). Il re´sulte alors du lemme 1
que σk+1(λ
′
k+2) = σk+1(λk+2). Par conse´quent, T est aussi admissible pour
l’enlacement λk+1 ⊕ λ′k+2 ⊕
⊕
l≥k+3
λl . Posons
λ′′ = λk ⊕ λk+1 ⊕ λ′k+2 ⊕
⊕
l≥k+3
λl.
On ve´rifie alors
s(k) = σk(λ
′) + 4
= σk
(
λk ⊕ λk+1 ⊕ λk+2 ⊕
⊕
l≥k+3
λl
)
+ 4
= σk(λk) + σk(λk+1) + σk(λk+2) + 4 + σk
( ⊕
l≥k+3
λl
)
par additivite´ de σk
= σk(λk) + σk(λk+1) + σk(λ
′
k+2) + σk
( ⊕
l≥k+3
λl
)
d’apre`s le Lemme 1
= σk(λ
′′) par additivite´ de σk
donc le tableau T ′ est admissible pour λ′′ .
Cas 2 k + 1 re´gulier, r(k + 1) 6= 0. Le meˆme argument que pre´ce´demment
donne s(k) = σk(λ
′) mod 4. Si l’e´galite´ est vraie modulo 8, alors T ′ est
admissible pour λ′ . Sinon s(k) = σk(λ
′)+4 et on proce`de de la fac¸on suivante.
Puisque σk+1(λ) 6= ∞, par le lemme 4, λk+1 n’a pas de facteur orthogonal
cyclique. Donc il existe s, t ∈ N tels que λk+1 = s Ek+10 ⊕ t Ek+11 . De´finissons
λ′k+1 =
{
(s + 1) ·Ek+10 ⊕ (t− 1) ·Ek+11 si t > 0
(s − 1) ·Ek+10 ⊕ Ek+11 si t = 0.
Le Lemme 1 implique que σk(λ
′
k+1) = σk(λk+1) + 4. De plus, σk+1(λ
′
k+1) =
σk+1(λk+1), de sorte que T est admissible pour l’enlacement λ
′
k+1 ⊕
⊕
l≥k+2
λl .
Posons
λ′′ = λk ⊕ λ′k+1 ⊕
⊕
l≥k+2
λl.
Alors une ve´rification similaire a` celle du cas pre´ce´dent montre que s(k) =
σk(λ
′′). Ainsi le tableau T ′ est admissible pour λ′′ .
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Cas 3 k + 1 n’est pas re´gulier. Appliquons la condition (2) a` T et λ′ respec-
tivement:
s(k) ≡
∑
l≥k+1
s(l) mod 2
σk(λ
′) ≡
∑
l≥k+1
ρl(λ
′) mod 2
(11)
Nous avons σk+1(λ
′) = σk+1(λk) + σk+1(λ) = σk+1(λ) = s(k + 1). De meˆme,
pour l ≥ k + 1, ρl(λ′) = ρl(λk) + ρl(λ) = ρl(λ) = r(l). Soustrayant l’une
des e´galite´s (11) a` l’autre, on de´duit que s(k) = σk(λ
′) mod 2. Si cette
dernie`re e´galite´ reste vraie modulo 8, alors T ′ est admissible pour λ′ . Si
s(k) = σk(λ
′) ± 2, on proce`de de la fac¸on suivante. Puisque σk+1(λ) = ∞,
d’apre`s le lemme 4, λk+1 a un facteur orthogonal cyclique A
k+1(m), ou` m est
un entier impair. De´finissons λ′k+1 comme e´tant le meˆme enlacement que λk+1
mais en remplac¸ant ce facteur par Ak+1(m+s(k)−σk(λ′)) = Ak+1(m±2). Alors
σk(λ
′
k+1) = σk(λk+1). Posons λ
′′ = λk ⊕ λ′k+1⊕
⊕
λl . Alors s(k) = σk(λ
′′) et
le tableau T ′ est admissible pour λ′′ . Ainsi il ne reste a` conside´rer que le cas
ou` s(k) = σk(λ
′) + 4. Il y a deux possibilite´s.
Possibilite´ 1 s(k + 2) = ∞. Le lemme 4 dit alors que λk+2 a un facteur
orthogonal cyclique Ak+2(m) pour un certain entier impair m. Remplac¸ons le
par Ak+2(m + 4) et renommons le nouvel enlacement λ′k+2 . Une ve´rification
similaire a` celle du Cas 1 montre que T ′ est admissible pour l’enlacement
λ′′ = λk ⊕ λk+1 ⊕ λ′k+2 ⊕
⊕
l≥k+3
λl .
Possibilite´ 2 s(k + 2) 6= ∞. Alors r(k + 1) ≥ 2: en effet, sinon r(k + 1) =
1 (k + 1 n’est pas re´gulier) et nous appliquons la condition (4) a` T et λ′
respectivement
s(k)− s(k + 2) = ±1
σk(λ
′)− σk+2(λ′) = ±1 (12)
et on de´duit s(k) − σk(λ′) = 0 ou ±2, une contradiction. On traite alors les
deux cas se´pare´ment.
- Si r(k + 1) ≥ 3, alors on affirme que λk+1 a un facteur orthogonal
S = Ek+10 ou E
k+1
1 . [Preuve: sinon λk+1 a au moins trois facteurs
orthogonaux cycliques Ak+1(n1), A
k+1(n2) et A
k+1(n3). Les relations
(0.2) et (0.3) de [11] impliquent alors que les ni sont deux a` deux dis-
tincts dans {±1,±5} = (Z/8Z)× = Z/2Z × Z/2Z. Il s’ensuit qu’il existe
i, j tels que nj = ni+4 mod 8. Apre`s renume´rotation, on peut supposer
i = 1, j = 2. Mais alors, d’apre`s [11, rel. (0.1)] Ak+1(n1) ⊕ Ak+1(n3) =
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Ak+1(n2) ⊕ Ak+1(n3 + 4) et donc Ak+1(n1) ⊕ Ak+1(n2) ⊕ Ak+1(n3) =
2 Ak+1(n2) ⊕ Ak+1(n3) et les deux premiers indices sont e´gaux a` n2 ,
contradiction.] Nous posons alors
S′ =
{
Ek+11 si S = E
k+1
0
Ek+10 si S = E
k+1
1
De´signons par λ′k+1 l’enlacement λk+1 ou` l’on a remplace´ S par S
′ . Alors
σk+1(λk+1) = σk+1(λk+1) + 4. On conclut, comme dans le Cas 2, que T
′
est admissible pour l’enlacement λ′′ = λk ⊕ λ′k+1 ⊕
⊕
l≥k+2
λl .
- Si r(k + 1) = 2, vu que d’apre`s le lemme 4, λk+1 admet de´ja` un facteur
orthogonal cyclique, la seule possibilite´ est λk+1 = A
k+1(m) ⊕ Ak+1(n)
pour des e´le´ments inversibles m,n ∈ Z/8Z. Nous affirmons que m =
n mod 4. [Sinon, le lemme 1 donne σk(λ
′) − σk+2(λ′) = 0 alors que
la condition (4) applique´e a` T ′ implique s(k) − s(k + 2) = 0 ou ±2.
Soustrayant la premie`re e´galite´ a` la seconde, on trouve s(k)− σk(λ′) = 0
ou ±2, contradiction.] Remplac¸ons alors dans λk+1 les facteurs Ak+1(m)
et Ak+1(n) par Ak+1(m+4) et Ak+1(n) respectivement. Notons λ′k+1 le
nouvel enlacement qui en re´sulte. Alors d’apre`s le lemme 1, σk(λk+1) −
σk(λ
′
k+1) = 2 ((−1)
m−1
2 +(−1)n−12 ) = 4 mod 8. Il s’ensuit que σk(λ′k+1)−
s(k) = 0. De´finissons λ′′ = λk ⊕ λ′k+1 ⊕
⊕
l≥k+2
λl . Alors s(k) = σk(λ
′′) et
T ′ est admissible pour λ′′ .
Remarque La de´monstration est constructive. Si l’on suppose construit a`
l’e´tape k l’enlacement, alors on peut le construire a` l’e´tape k+1. Il est possible
de raffiner la construction de sorte que l’enlacement obtenu soit sous la forme
normale de´crite dans [16, §§3, 4].
6.3 De´monstration du The´ore`me 8
On note (Z/8Z)× = {±1,±3 mod 8} le groupe des e´le´ments inversibles de
l’anneau Z/8Z. Il est isomorphe a` Z/2Z × Z/2Z. Il est bien connu que la
classe d’isomorphisme de l’enlacement d’un lenticulaire L(q, q′) ne de´pend que
du re´sidu quadratique de q′ modulo q . En particulier, si q est une puissance de
2, elle ne de´pend que q modulo 8 (voir par exemple [26, p.69]). L’application
(Z/8Z)× × (Z/8Z)× × (Z/8Z)× → (Z/8Z)× de´finie par
(r1, r2, r3) 7→ s = 4− r2 + (−1)
r1+1
2 + (−1) r3+12 mod 8
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est surjective. Conside´rons la 3-varie´te´ M = L(8, r1)#L(16, r2)#L(32, r3).
Nous affirmons que M n’admet pas d’application de degre´ 1 sur L(16, s) alors
qu’elle admet une application de degre´ 1 sur chaque lenticulaire L(16, r) pour
r 6≡ s mod 8. Pour le voir, posons λ = λM et λ′ = A5(r) (l’enlacement
cyclique sur Z/32Z envoyant (1, 1) sur r/32 mod 1). D’apre`s le The´ore`me 4,
nous avons a` voir pour quel r ∈ (Z/8Z)× il existe un tableau admissible dans
Sλ,λ′ . Puisque σm(λ
′) =∞ si et seulement si m = 4, il y a 9 tableaux distincts
dans Sλ,λ′ . Tout tableau T ∈ Sλ,λ′ contient un sous-tableau extrait de la forme
1 2 3 4 5
0 0 1 0 1
σ1(λ)− σ1(λ′) σ2(λ)− σ2(λ′) ∞ x ∞
ou` x ∈ Z8 . (Le tableau T entier s’obtient en prolongeant trivialement le tableau
ci-dessus.) D’apre`s les calculs de §§6.1, nous avons
σ1(λ)− σ1(λ′) = r1 + (−1)
r2−1
2 + r3 − (−1)
r−1
2 mod 8
et σ2(λ)− σ2(λ′) = (−1)
r1−1
2 + r2 + (−1)
r3−1
2 − r mod 8.
Examinons alors les conditions du The´ore`me 2: il est aise´ de constater qu’elles
sont toutes remplies si et seulement si la dernie`re condition (4) est remplie,
c’est-a`-dire si et seulement si
x ≡ ±1 mod 8 et (σ2(λ)− σ2(λ′))− x ≡ ±1 mod 8.
(Ces deux conditions correspondent aux deux sous-tableaux distingue´s de type
T1 que l’on peut extraire du tableau T . Il s’agit des sous-tableaux
3
1
∞
et
5
1
∞
respectivement.) Par conse´quent, T est admissible si et seulement s’il existe
r ∈ (Z/8Z)× tel que
(−1) r1−12 + r2 + (−1)
r3−1
2 − r = ±1± 1 ∈ {0,±2} ⊂ Z/8Z.
Le seul cas ou` cette condition est mise en de´faut (pour r ∈ (Z/8Z)× ) est quand
r = s(r1, r2, r3) = 4− r2+(−1)
r1+1
2 +(−1) r3+12 mod 8 comme de´fini plus haut.
Notre affirmation en re´sulte. Pour finir, d’apre`s le lemme 5, on peut chirurgiser
M de manie`re a` rendre M irre´ductible (en fait hyperbolique) et a` pre´server les
proprie´te´s ci-dessus.
Lemme 5 Soit X une varie´te´ connexe ferme´e oriente´e de dimension 3. Il existe
une infinite´ de varie´te´s M irre´ductibles (hyperboliques) ayant la meˆme alge`bre
de cohomologie et meˆme enlacement que X et admettant une application M →
X de degre´ 1.
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De´monstration D’apre`s un re´sultat de Myers [18], X contient un nœud nul-
homotope K . Ceci implique que le comple´ment d’un voisinage re´gulier de K
est irre´ductible (hyperbolique). Le ce´le`bre the´ore`me de Gordon–Luecke [9] dit
alors qu’il existe un nombre infini de remplissages (ine´quivalents) de Dehn sur
K produisant chacun une varie´te´ hyperbolique M avec la meˆme alge`bre de
cohomologie et enlacements isomorphes. Un argument duˆ a` Boileau–Wang [2,
preuve de la Prop. 3.2] construit explicitement une application M → X de
degre´ 1.
7 Quelques questions
Nous incluons dans cette section quelques questions sugge´re´es par les re´sultats
de cet article.
Question 1 [Structure du mono¨ıde des enlacements] Calculer le nombre de
classes d’isomorphismes d’enlacements de rangs donne´s. Plus ge´ne´ralement,
avec les notations introduites a` la fin de §2.2, de´crire les fibres de l’application
Profil. Plus pre´cise´ment, existe-t-il une classe C de parties de N telles que M
soit classifie´ a` partir des fibres Profil−1(E), E ∈ C ? On peut poser les meˆmes
questions en un sens plus faible en remplac¸ant les fibres par leur groupe de
Witt. Enfin, ces questions peuvent eˆtre pose´es au sujet du mono¨ıde des formes
quadratiques.
Question 2 [Re´alisabilite´ des enlacements par les varie´te´s de Seifert] Il est
connu [11, Th. 6.1] que tout enlacement peut eˆtre re´alise´ comme l’enlacement
d’une varie´te´ connexe ferme´e oriente´e de dimension 3. On peut modifier l’argu-
ment du lemme 5 pour imposer que la 3-varie´te´ re´alisant l’enlacement soit
irre´ductible. Est-ce que l’on peut imposer que la 3-varie´te´ soit de Seifert (une
question qui a peut-eˆtre motive´ Seifert a` introduire les varie´te´s de Seifert) ?
Peut-eˆtre peut-on le de´montrer a` l’aide des techniques de [2].
Question 3 [Forme normale] L’article [16] contient un algorithme de mise
sous forme normale pour tout enlacement et permet de simplifier la preuve
originale de [11] de la pre´sentation par ge´ne´rateurs et relations de M. Peut-on
ge´ne´raliser le re´sultat principal (Th. 4.4) de [16] aux formes quadratiques sur
les 2-groupes ?
Question 4 [Reconnaissance de fonctions quadratiques] D’apre`s la remarque
2 a` la fin de §3, le The´ore`me 5 est une ge´ne´ralisation du The´ore`me 2 aux
formes quadratiques. Quoique plus de´licat, il serait utile de les ge´ne´raliser
aux fonctions quadratiques, c’est-a`-dire aux applications q : G → Q/Z telle
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que bq(x, y) = q(x + y) − q(x) − q(y) soit biline´aire en x et y sans reque´rir
a priori la condition d’homoge´ne´ite´ q(n x) = n2 q(x). Une telle question
est motive´e, par exemple, par le fait qu’une 3-varie´te´ e´quipe´e d’une structure
Spinc posse`de canoniquement une telle fonction quadratique. (C’est d’ailleurs
ce qui permet de ge´ne´raliser le The´ore`me 9 a` ce cadre.) Ce fait est vrai plus
ge´ne´ralement d’ailleurs, pour toute varie´te´ ferme´e de dimension 4n−1 e´quippe´e
d’une structure complexe sur TM ⊕ RM (fibre´ tangent stabilise´ une fois) [14].
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